Раздел 2 Теория пределов

Тема 1 Числовые последовательности
1.1 Определение числовой последовательности

1.2 Ограниченные и неограниченные последовательности

1.3 Монотонные последовательности

1.4 Бесконечно малые и бесконечно большие последовательности
В курсе школьной математики кратко излагались элементы теории последовательности при изучении арифметической и геометрической прогрессий, при последовательных приближениях иррациональных чисел.

Числовой последовательностью 
[image: image1.wmf](

)

n

x

 называется числовая функция, определенная на множестве натуральных чисел 
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 и принимающая свои значения из множества действительных чисел 
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 называются элементами (членами) последовательности 
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 – формула общего члена последовательности, 
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 – номер общего члена последовательности.
Последовательность считается заданной, если указан способ получения ее любого элемента.

Основными способами задания последовательности являются: формула 
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-го члена, рекуррентный, словесный, графический.
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Суммой последовательностей 
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 называется последовательность 
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, каждый элемент которой равен сумме соответствующих элементов последовательностей.

Произведением последовательности 
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 называется последовательность 
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, каждый элемент которой равен произведению соответствующего элемента последовательности на число 
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Произведением последовательностей 
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, каждый элемент которой равен произведению соответствующих элементов последовательностей.

Если все члены последовательности 
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 отличны от нуля, то частным последовательностей 
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, каждый элемент которой равен частному соответствующих элементов последовательностей.

Последовательность 
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 называется ограниченной сверху (снизу), если существует число 
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 называются верхней и нижней гранями числовой последовательности 
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Последовательность 
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 такие, что каждый элемент 
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 последовательности удовлетворяет неравенству 
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Пусть 
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Последовательность 
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 существует элемент 
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 последовательности, удовлетворяющий неравенству 
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Последовательность 
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 называется неубывающей, если ее элементы удовлетворяют условию: 
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Последовательность 
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 называется возрастающей, если ее элементы удовлетворяют условию: 
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Последовательность 
[image: image65.wmf](

)

n

x

 называется невозрастающей, если ее элементы удовлетворяют условию: 
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Последовательность 
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 называется убывающей, если ее элементы удовлетворяют условию: 
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Последовательность 
[image: image69.wmf](

)

n

x

 называется монотонной, если является одной из выше перечисленных. Последовательность 
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 называется строго монотонной, если она возрастающая или убывающая.

Последовательность 
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 называется бесконечно малой, если для любого положительного числа 
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Свойства бесконечно малых последовательностей:

– бесконечно малая последовательность 
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 ограничена;

– сумма и разность бесконечно малых последовательностей есть бесконечно малая последовательность;

– произведение бесконечно малых последовательностей есть бесконечно малая последовательность;

– произведение бесконечно малой последовательность 
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Последовательность 
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Если последовательность бесконечно большая, то она неограниченна. Если последовательность неограниченна, то она не обязательно бесконечно большая. Если 
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 бесконечно большая последовательность и все ее члены отличны от нуля, то последовательность 
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 является бесконечно малой последовательность. Если 
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 бесконечно малая последовательность и все ее члены отличны от нуля, то последовательность 
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 является бесконечно большой последовательностью.

Тема 2 Предел последовательности

2.1 Определение предела последовательности
2.2 Свойства предела последовательности
2.3 Критерий Коши сходимости последовательности

2.4 Замечательные пределы
Число 
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Последовательность, имеющая конечный предел, называется сходящейся (к числу а), а последовательности, не имеющие конечного предела, – расходящимися.

Неравенство 
[image: image107.wmf]e

<

-

a

x

n

 означает, что последовательность 
[image: image108.wmf](

)

n

xa

-

 является бесконечно малой последовательностью. Отсюда следует, что любую сходящуюся последовательность можно представить в виде 
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Бесконечно большая последовательность 
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Сходящиеся последовательности обладают следующими свойствами:

– сходящаяся последовательность имеет только один предел;

– если последовательность 
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– сумма (разность) двух сходящихся последовательностей есть сходящаяся последовательность, предел которой равен сумме пределов последовательностей
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– произведение  двух сходящихся последовательностей есть сходящаяся последовательность предел которой равен произведению пределов последовательностей
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– частное двух сходящихся последовательностей 
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– если все элементы сходящейся последовательности 
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– пусть последовательности 
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– каждая ограниченная монотонная последовательность сходится.

Последовательность 
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Критерий Коши сходимости последовательности: Для того чтобы последовательность 
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Пределы, к которым сводятся вычисления многих пределов условно называются замечательными пределами. Ниже приводятся некоторые из них:

	
[image: image161.wmf]e

1

1

lim

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

¥

®

n

n

n

;
	
[image: image162.wmf]lim0

!

n

n

a

n

®¥

=

 (
[image: image163.wmf]a

Î



 EMBED Equation.3  [image: image164.wmf]¡

);
	
[image: image165.wmf]1

lim0

!

n

n

n

®¥

=

;

	
[image: image166.wmf]lim1

n

n

a

®¥

=

 (
[image: image167.wmf]a

Î



 EMBED Equation.3  [image: image168.wmf]¡

);
	
[image: image169.wmf]lim1

n

n

n

®¥

=

;
	
[image: image170.wmf]lim0

!

n

n

n

n

®¥

=

.


Тема 3 Предел функции

3.1 Понятие функции, сложная и обратная функции

3.2 Способы задания функции

3.3 Определения предела функции по Гейне и по Коши

3.4 Односторонние пределы функции
Под функциями понимается отображение числовых множеств.
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 – множеством значений функции и обозначается 
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Если о функции говорить как об отображении 
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Если числовая функция 
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Если же у обратной функции, так же как и у данной, аргумент обозначить через 
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Функция задается одним из следующих способов.

Аналитический способ задания функции состоит в том, что с помощью формулы устанавливается алгоритм вычисления значений функции 
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Частное значение функции 
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При аналитическом задании функции область определения D есть множество значений аргумента 
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В некоторых случаях, разрешив уравнение 
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Аналитически функция 
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В этом случае говорят, что сложная функция 
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задана параметрическими уравнениями и пишут:
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Всякую функцию, заданную явно 
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Параметрическое задание функций иногда имеет преимущество перед другими формами их задания. В некоторых случаях непосредственная связь между 
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[image: image299.wmf](

)

t

x

 и 
[image: image300.wmf])

(

t

y

 определяющие функциональную зависимость 
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Табличный способ задания функции осуществляется табличным перечислением 
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Графический способ задания функции состоит в представлении функции 
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Графиком 
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Средствами элементарной математики для функции 
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Нули функции и знак функции на множестве 
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В интервале, на котором функция положительна, график ее расположен выше оси 
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, а в интервале, на котором она отрицательна,– ниже оси 
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Четность и нечетность функции. Числовая функция 
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Существуют функции, которые не являются ни четными, ни нечетными. Они называются функциями общего вида.
Ось 
[image: image328.wmf]Oy

 является осью симметрии графика любой четной функции, а начало координат – центром симметрии графика нечетной функции. Графики функций, не обладающих свойствами четности или нечетности, не симметричны.

При изучении поведения четной (нечетной) функции достаточно изучить ее при любом 
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Периодичность функции. Функция 
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Число 
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 называется периодом функции. 

Если число Т является периодом функции 
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– также период этой функции. Если существует наименьший положительный период функции, то он называется основным периодом. Если 
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К периодическим функциям относится постоянная функция 
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Монотонность функции. Функция 
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Функция 
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Возрастающие и убывающие функции называются строго монотонными, а неубывающие и невозрастающие – монотонными.

Ограниченность функции. Функция 
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Тема 4 Бесконечно малые функции

4.1 Определение и свойства бесконечно малых функций
4.2 Связь бесконечно больших и бесконечно малых функций

4.3 Первый и второй замечательные пределы
4.4 Сравнение асимптотического поведения функций
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Данное свойство используется при вычислении пределов, так как каждую бесконечно малую (или только одну) можно заменить бесконечно малой, ей эквивалентной.
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называются асимптотическими оценками.

Ниже приведены некоторые важные пределы, которые используются при вычислении:
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Тема 5 Непрерывность функции

5.1 Определение непрерывности функции

5.2 Точки разрыва и их классификация

5.3 Свойства непрерывных функций
5.4 Равномерная непрерывность функции
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Рисунок 2. 1 – Определение непрерывности функции
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Условие 1) означает, что число 
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т. е. новая функция является непрерывной.
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При исследовании функции на непрерывность необходимо проверить выполнение условий определения 1. Если 
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Тогда справедливы следующие равенства для непрерывных функций:
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Пусть функция 
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 определена, непрерывна и монотонна на некотором множестве 
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 и пусть 
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 – множество ее значений. Тогда на множестве 
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 обратная функция 
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 монотонна и непрерывна.

Все элементарные функции непрерывны во всех точках, принадлежащих их области определения.

Непрерывные функции обладают следующими свойствами. 

1 (устойчивость знака непрерывной функции) Если функция 
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, то существует такая окрестность точки 
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, в которой знак функции совпадает со знаком 
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2 (прохождение непрерывной функции через любое промежуточное значение) Если функция 
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 непрерывна на отрезке 
[image: image781.wmf][

]

b

a

;

 и на его концах принимает значения разных знаков, то внутри этого отрезка существует точка 
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, в которой значение функции равно нулю:
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3 Пусть 
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Свойство 3 можно переформулировать так: непрерывная функция, переходя от одного значения к другому, обязательно принимает все промежуточные значения между ними.
4 (ограниченность непрерывных функций) Если функция 
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[image: image798.wmf][

]

b

a

;

, то она ограничена на этом отрезке.

5 (достижение непрерывной функцией своих точных граней) Если функция 
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, то на этом отрезке она достигает своих нижней и верхней граней, т.е. на нем существуют по крайней мере две точки 
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Из множества функций, непрерывных на числовом промежутке, выделяют равномерно-непрерывные функции.

Функция 
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Число 
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 зависит только от 
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 и является общим для всех значений 
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 переменной 
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Геометрическая интерпретация равномерной непрерывности функции: если 
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 равномерно-непрерывна на 
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 такое, что прямоугольник со сторонами 
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, параллельными осям 
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 и 
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, можно переместить вдоль графика (сохраняя параллельность сторон осям координат), что график не пересечет горизонтальных сторон прямоугольника, а будет пересекать только вертикальные стороны (рисунок 2. 2).
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Рисунок 2. 2 –  Равномерная непрерывность функции

Очевидно, что равномерно-непрерывная функция 
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 является непрерывной на 
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Теорема (Кантора) Функция 
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, непрерывная на отрезке 
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, равномерно-непрерывна на этом отрезке.

Теорема не верна, если отрезок заменить интервалом.
Вопросы для самоконтроля 

Определения 

1 Сформулируйте определение числовой последовательности.

2 Дайте определение ограниченной и неограниченной последовательности.

3 Какие последовательности называются монотонными, строго монотонными?

4 Сформулируйте определение бесконечно малой и бесконечно большой последовательности.
5 Перечислите свойства бесконечно малых последовательностей.

Дайте определение предела последовательности.
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